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1? Olimpiada Municipal de Matematica das Escolas do Rio Grande
(OMMERG)/2017

Gabarito - Nivel 2 - 8° e 9° anos do Ensino Fundamental

9o ~ .
a OLIMPIADA MUNICIPAL DE Questoes:

) -]
DAS ESCOLAS DO RIO GRANDE

MATEMATICA
1) Circulos e circulos: (Questdo 8 do Nivel 2-OBMEP- Banco de
Questoes 2013)

Abaixo, veem-se circulos grandes e pequenos. Os circulos grandes tém raio 2, e
os circulos pequenos tém raio 1. Qual a drea da regido pintada de cinza?

Observagdo: A drea de um circulo de raio r é igual a mr? .
Resposta: vamos numerar as regioes:

As regides 2 e 4 t€m mesma drea, pois uma pode
ser obtida refletindo a outra. Além disso, as
regides 1 e 6 também possuem mesma drea. Logo,
a drea da regido em cinza ao lado é a mesma da
regido pintada em cinza abaixo:

A drea da regido pintada em cinza acima € a drea do circulo de raio 2, logo, igual a
22 = 4m,
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2) Rodizio de veiculos: (Questdo 9 do Nivel 2-OBMEP- Banco de Questdes 2013)
Na cidade de Autoldndia, a numeragdo de placas de carros é feita através de nimeros
de trés digitos, portanto indo da placa 000 até a placa 999. Para diminuir a poluigdo, o
prefeito Pietro decidiu implementar um rodizio de carros, estabelecendo os dias nos
quais as pessoas podem usar seus carros. As regras do rodizio sdo:

+ Segunda-feira: somente carros com placa impar;

+ Terga-feira: somente carros com placa cuja soma dos trés digitos € maior ou igual a
11;

* Quarta-feira: somente carros com placa cujo nimero é miltiplo de 3;

* Quinta-feira: somente carros com placa cuja soma dos trés digitos € menor ou igual
a 14;

- Sexta-feira: somente carros com placa contendo pelo menos dois digitos iguais;

+ Sdbado: somente carros cujo nimero na placa for estritamente menor do que 500;

- Domingo: somente carros cuja placa tenha os trés digitos menores ou iguais a 5.

a) Em quais dias o carro com a placa 729 pode circular? Resposta: como 729 é impar,
o carro com a placa 729 pode circular ds segundas-feiras. Como 7+2+9=18, o carro
também pode circular as tercas-feiras, mas ndo ds quintas-feiras. Como 729 é
multiplo de 3, este carro também pode circular ds quartas-feiras. Como 729 ndo
possui digitos iguais, € maior que 500, e tem um digito maior do que 5, ele ndo
pode circular ds sextas-feiras, sdbados e domingos.( para cada resposta e/ou
argumento dado, poderd ser atribuido 1 ponto; o que podera totalizar 7pontos).

b) Maria, a esposa do prefeito, quer um carro que possa circular todos os dias exceto
aos domingos. Qual placa ela deve ter? Resposta: 363.
Sugestdo de corregdo: valorizar os argumentos corretos que eles escreverem, mesmo
que ndo estejam iguais os apresentados a seguir, acrescentando um ponto para cada
explicagdo correta:
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b) O leitor pode verificar que a resposta para essa questdo é o nimero 363. Vamos
em seguida mostrar uma maneira de se chegar a essa resposta.
Seja ABC o nimero da placa do carro de Maria. Como o carro deve circular aos
sabados, devemos ter
A€ {0,1,2,3,4}.

Além disso, o carro deve circular as tercas-feiras e quintas-feiras. Logo,
A+ B+C e {11,12,13,14}.
Mais ainda, para circular as segundas-feiras, devemos ter que
@ € {1,3,5,7,8}

Vamos dividir as possibilidades em quatro casos:

Primeiro caso: A = 0.

Nesse caso, temos que B+ C = A+ B+ C € {11,12,13, 14}. E impossivel obter
essa igualdade se B = 0 ou C' = 0. Logo, devemos supor que B # 0 e que C # 0. Em
particular, vale que B # A e C # A. Como o carro deve circular as sextas-feiras,
entéo temos que B = C. Assim 2C' = B + C € {11,12,13,14}. Como, devemos ter
C € {1,3,5,7,9}, a tnica possibilidade é ABC = 077. Mas esse ntimero néo é um
muiltiplo de 3. Assim o carro com placa de nimero 077 est4 impedido de circular as
quartas-feiras. Logo, esse caso deve ser descartado.

Segundo caso: A = 1.

Nesse caso, temos que B+C = A+ B+ C —1 € {10,11,12,13}. Assim, se fosse
B = 1, entdo deveriamos ter obrigatoriamente C' = 9. Logo, teriamos ABC = 119
que ndo é um multiplo de 3, logo nédo pode circular as quartas-feiras. Por outro
lado, se fosse C' = 1, entédo deveriamos ter obrigatoriamente B = 9 obtendo que
ABC = 191 que também nao é um multiplo de 3. Em particular, vale que B # A e
C # A. Como o carro deve circular as sextas-feiras, entdo temos que B = C. Logo,
2C = B+ C =€ {10,11,12,13}. Como devemos ter C € {1,3,5,7,9}, a tinica escolha
possivel é C' = 5. Assim, temos que ABC = 155 que ndo é um multiplo de 3. Deste
modo, esse caso deve ser descartado.

Terceiro caso: A = 2.

Nesse caso, temos que B+C = A+B+C-2 € {9,10,11,12}. Assim, se fosse B = 2
entdo as unicas escolhas possiveis para C seriam C"= 7 ou C' = 9. Logo, deveriamos
ter ABC = 227 ou ABC = 229. Como nenhum deles é um muiltiplo de 3, temos que
descartar a opc¢éo B = 2. Também C # 2, ja que C deve ser impar. Em particular,
temos que B # A e C # A. Como o carro deve circular as sextas-feiras, entdo temos
que B = C. Logo, 2C = B+ C € {9,10,11,12}. Como devemos ter C € {1,3,5,7,9},
a unica escolha possivel é C' = 5. Assim, temos que ABC = 255. Porém um carro
contendo a placa com esse nimero néo estaria impedido de circular aos domingos,
pois satisfaria a exigéncia de que todos os digitos sdo menores do que 6. Assim,
esse caso deve ser descartado.

Quarto caso: A = 3.
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Nesse caso temos que B+C = A+ B+ C — 3 € {8,910,11}. Assim, se fosse
B — 3 entdo as unicas escolhas possiveis para C seriam C = 5 ou C = 7. Logo,
deveriamos ter ABC = 335 ou ABC = 337. Como nenhum deles é um muiltiplo de
3, temos que descartar a op¢ao B = 3. Se fosse também C' # 3, entao em particular
teriamos que B # A e C # A. Para que o carro possa circular as sextas-feiras
deveriamos ter B = C. Logo 2C = B+ C € {8,9,10,11}. Como deveriamos ter
Ce{1,3579}a Gnica escolha possivel é C' = 5. Logo, teriamos ABC = 355, que
néo é um multiplo de 3. Assim, temos também que descartar a opgéo C # 3. Como
B+ C € {8,9,10,11}, vale que B € {5,6,7,8}. Logo, as escolhas possiveis para o
valor de ABC séo 353, 363, 373 e 383. Dessas, a tnica que é um multiplo de 3 é 0 363.
Logo, todas as outras opgdes devem ser descartadas. Como 363 possui um digito
que néo é menor do que 6, o carro que contém esse niimero em sua placa néo pode
circular aos domingos. Assim, esse é 0 numero procurado. Para mostrar que essa o
a tnica escolha de placa possivel, vamos descartar também o préximo caso.

Quinto caso: A = 4.

Nesse caso, temos que B+ C = A+ B + C —4 € {7,8,9,10}. Assim, se fosse
B — 4 entdo as unicas escolhas possiveis para C seriam C = 3 ou C = 5. Entéo
as opcdes possiveis sao ABC = 443 ou ABC = 445 que néo sao multiplos de 3.
Como C deve ser impar temos que C # 4, logo devemos ter C = B. Dessa forma
2C = B + C{7,8,9,10}. A tnica op¢ao possivel é C = 5. Nesse caso, ABC = 455 que
nao é um multiplo de 3. Deste modo, néo pode ser A = 4.
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c) O prefeito Pietro precisa de uma placa que o permita circular todos os dias. Que
placa ele deve ter? Resposta: 255.

Suges:rao de.cor'r'egao: valorizar os argumentos corretos que eles escreverem, mesmo
que ndo estejam iguais os apresentados a seguir:

¢) O leitor pode verificar que a resposta para essa questdo é o nimero 255. Vamos
em seguida mostrar uma maneira de se chegar a essa resposta, que se assemelha
muito com o procedimento no item anterior.

Seja ABC o numero da placa do carro do prefeito Pietro. Como o carro deve
circular aos sabados, devemos ter

A€ {0,1,2,3,4}.
Além disso o carro deve circular as tercas-feiras e segundas-feiras, logo
A+ B+C e {11,12,13,14}.
Mais ainda, para circular as segundas-feiras, devemos ter que
e l1,3,5 7,9}

Vamos dividir as possibilidades em quatro casos:

Primeiro caso: A = 0 (igual ao do item ¢)).

Nesse caso, temos que B+C =A+B+C € {11,12,13, 14}. E impossivel obter
essa igualdade se B =0ou C = 0. Portanto, devemos supor que B # 0 e que C #0.
Em particular, vale que B # A e C # A. Como o carro deve circular as sextas-
feiras, temos que B = C. Assim, 2C = B + C € {11,12,13,14}. Como devemos ter
G €.£1,3,5,7,9}, adnicy possibilidade é ABC = 077. Mas esse numero néo € um
muiltiplo de 3. Assim, o carro com placa de nimero 077 esta impedido de circular as
quartas-feiras. Logo, esse caso deve ser descartado.

Segundo caso: A = 1 (igual ao do item c¢)). ;
Nesse caso, temos que B+ C = A+ B+ C —1 € {10,11,12,13}. Assim, se fosse
B = 1, entdo deveriamos ter obrigatoriamente C = 9. Logo teriamos ABC = 119
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que nao é um multiplo de 3, logo ndo podendo circular as quartas-feiras. Por outro
lado, se fosse C' = 1, entdo deveriamos ter obrigatoriamente B = 9, obtendo que
ABC = 191 que também ndo é um multiplo de 3. Em particular, vale que B # A e
C # A. Como o carro deve circular as sextas-feiras, entao temos que B = C. Logo,
2C = B+ C € {10,11,12,13}. Como devemos ter C € {1,3,5,7,9}, a tinica escolha
possivel é C' = 5. Assim, temos que ABC = 155 que nédo é um muiltiplo de 3. Logo,
esse caso deve ser descartado.

Terceiro caso: A = 2.

Nesse caso, temos que B+ C = A+ B+ C —2 € {9,10,11, 12}. Assim, se fosse
B = 2 entdo as tnicas escolhas possiveis para C seriam C = 7 ou C' = 9. Logo,
deveriamos ter ABC = 227 ou ABC = 229. Como nenhum deles é um multiplo de 3,
temos que descartar a op¢do B = 2. Também C # 2, ja que C deve ser impar. Em
particular, temos que B # A e C # A. Como o carro deve circular as sextas-feiras,
entdo temos que B =.C. Logo 2C = B + C € {9,10,11,12}. Como devemos ter
C € {1,3,5,7,9}, a unica escolha possivel é C' = 5. Assim, temos que ABC = 255.
Esse nimero é um maultiplo de 3, logo pode circular também as quartas-feiras. Um
carro contendo a placa com esse numero pode ainda circular aos domingos, pois
satisfaz a exigéncia de que todos os digitos s@o menores do que 6. Assim, essa é a
placa procurada. Para mostrar que essa é a unica escolha de placa possivel vamos
descartar também os proximos dois casos.

Quarto caso: A = 3.

Nesse caso, temos que B+C = A+ B+C—3 € {8,9,10,11}. Assim, se fosse B = 3
entéo as unicas escolhas possiveis para C seriam C' = 5 ou C' = 7. Logo deveriamos
ter ABC = 335 ou ABC = 337. Como nenhum deles é um multiplo de 3, temos que
descartar a opcdo B = 3. Se fosse também C' # 3, entdo em particular teriamos que
B # A e C # A. Para que o carro possa circular as sextas-feiras deveriamos ter
B = C. Logo, 2C = B+ C € {8,9,10,11}. Como deveriamos ter C' € {1,3,5,7,9}, a
tnica escolha possivel é C' = 5. Logo teriamos ABC = 355, que ndo é um multiplo
de 3. Assim, temos também que descartar a opc¢éo C # 3. Como B+C € {8,9,10,11}
vale que B € {5,6,7,8}. Logo as escolhas possiveis para o valor de ABC séo 353,
363, 373 e 383. Dessas, a tinica que é um muiltiplo de 3 é o 363. Logo, todas as outras
opcoes devem ser descartadas. Como 363 possui um digito que nédo é menor do que
6 o carro que contém esse numero em sua placa nao pode circular aos domingos.
Assim esse caso deve ser também descartado.

Quinto caso: A = 4 (igual ao do item c)).

Nesse caso, temos que B+ C = A+ B+ C —4 € {7,8,9,10}. Assim, se fosse
B = 4 entdo as tunicas escolhas possiveis para C seriam C = 3 ou C' = 5. Entéo
as opgdes possiveis sdo ABC = 443 ou ABC = 445, que néo sao miiltiplos de 3.
Como C deve ser impar temos que C # 4, logo devemos ter C' = B. Dessa forma,
2C = B+ C € {7,8,9,10}. A tnica opgéo possivel é C = 5. Nesse caso, ABC = 455
que ndo é um multiplo de 3. Assim, nédo pode ser A = 4.
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Cubo do dia: (Questdo 10 do Nivel 2-OBMEP- Banco de Questdes 2013)

Patricia quer escrever algarismos nas faces de dois cubos de madeira de tal modo que
qualquer dia do més possa ser representado juntando um algarismo de uma face de um
dos cubos e outro algarismo de uma face do outro cubo. Por exemplo, para
representar o dia primeiro, Patricia junta os cubos de modo a mostrar as faces:

01

Para representar o dia 26, Patricia junta os cubos de maneira adequada mostrando as

faces:

26

O algarismo 6 pode ser usado para representar o 9, bastando para isso girar a face.
Lembre-se também que os dias de um més vdo de 01 até 31.

a)

b)

BSA

Quais algarismos devem ser escritos em ambos os cubos? Resposta: 0,1,2

Os dias do més que sdo escritos com dois algarismos iguais sdo 11 e 22. Logo, o 1
e o 2 devem aparecer em ambos os cubos. Além disso, embora ndo exista um dia
00 no més, o zero deve aparecer em ambos os cubos, vejamos o porqué disso. Se
o zero estivesse em apenas um dos cubos, para formar os dias 01 até 09, no
outro cubo deveriam estar os algarismos {1,2,3,4,5,6,7,8,} (note que o 9 ndo foi
incluido, porque o 6 pode ser usado para representd-lo). Como sdo apenas seis
faces no cubo, e sdo oito elementos no conjunto {1,2,3,4,56,7,8,}, isso é
impossivel. Logo, o zero deve aparecer em ambos os cubos. Falta mostrar que
nenhum outro algarismo € escrito em ambos os cubos. Como jd sabemos que os
algarismos 0,1,2 aparecem em ambos os cubos, resta, seis faces a serem
preenchidas com algarismos. Como ainda temos os seis algarismos 3,4,5,6,7,8
para distribuir (o 9 é representado usando o 6 invertido) nas faces, fica claro
que ndo podemos repetir mais nenhum algarismo em dois cubos diferentes.

Encontre quais algarismos devem ser escritos em cada cubo.

Resposta: hd muitas solugdes possiveis. Sabendo que O, 1 e 2 aparecem em
ambos os cubos, podemos distribuir os algarismos 3, 4, 5, 6, 7 e 8 de qualquer
maneira nas faces restantes. Por exemplo, um cubo poderia ter em suas faces
os algarismos 0, 1, 2, 3,4 e 5 e 0 outro cubo os algarismos 0,1, 2,6, 7 e 8.
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4) Quantos quadrados? (Questdo 14 do Nivel 2-OBMEP- Banco de Questdes 2013)
O professor Ciconete desenhou no quadro os seguintes pontos:

Em seguida, ele perguntou aos seus alunos quantos quadrados com vértices em tais
pontos é possivel desenhar. Qual € a resposta correta para a pergunta do professor
Ciconete?
Resposta:

6+1+3= 10 quadrados. (para cada quadrado que ele encontrar, pode ser dado 1 ponto, o
que podera totalizar 10 pontos).
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